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TD2: distributions et convolutions

Exercice 1 (Delta de Dirac)

(a) Pour n arbitraire, on évalue:

+eo n Feo 2,2
/_Oo gn(l')dl' = ﬁ/_oo e e d$,

et en utilisant le rappel des intégrales Gaussiennes:

/_:O gn(2)dz = %\/g _1

On voit donc que l'intégrale ne dépends pas de n : toutes les fonctions dans cette suite
donnent le méme résultat, 1!

(b) Siz =0, lim, oo gn(x) = lim, 00 gn(0) = limy, o0 \%eo = lim,, o0 \/17? =00 .

Six #0:

—n2z?

li = lim —

Jim 0,(x) = Jim e
Cette limite n’est pas bien définie (le permier facteur va vers oo, le deuxiéme vers 0),
mais on peut utiliser la régle de I’'Hopital pour résoudre ¢a. En effet, si on remplace n
part t € R, et qu’on traite x comme constant, on peut écrire :

t 2332
ut) == o) =,
Alors
du(t) _ L dv(t) . 2$2t6t2$2
dt NZ
et donc:
e () du(by/d 1
dm et = oy = i T AR e

+00 +oo
(i ) = [ Jim @)oot = lim [ e ot

On utilise le changement de vairables X = xn, donc dX = ndx.
Feo n 2 X
lim gy, ¢) = i ——e X p(=)dX
(i g..0) = im [ oo ¥o(2yix,

n—o0

+00 +oo
(im0 0) = [ 200X = o0) o= [ e ax = o(0)
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(d) Avec h,(x), les choses sont bien plus simples!

On commence par prouver que l'intégrale de h,(z) est 1 pour tout n.

400 1/2n 9
/ hy(z)dz = / ndr =n [3:]17/12/"2” =n(=—).

(
00 1/2n 2n

Ensuite, si on prends la limite n — oo, il est evident que la fonction vaut zéro pour
|z| > 0 et oo pout |z| < 0 soit x = 0.

Enfin,
400 1/2n
(lim h,,¢) = / lim h,(z)¢(x)dr = lim no(x)dz.

0o N0 n—00 ~1/2n

On change de variabe X = nz, donc dX = ndz et le limites d’intégrations devienent
+1
2

1/2 1/2
(im ho) = I [ s = [ s0)ax = 60 + ) = 6(0)

Exercice 2

(a) Une fonctionelle linéaire av obéit, pour deux fonctions-test ¢, et deux nombres réels
a,b:
(a9 +bY) = ala, ¢) + bla, ).

Il est d’abord utile de montrer que 6, est linéaire.

+oo

(On, ap + b)) = / d(x —n)(ap(x) 4+ bb(x))dx

0o
“+o00

(O, ap) = a/_+0<> d(x —n)p(x)dx + b/ d(x —n)yY(z)dr = a(b,, ¢) + (0, V).

[e.9] — 00

On essaye avec le peigne de Dirac:

o0

(I11, agp + bap) = Il[ag + by)] = Z Sulad+ 0] = Y ad,[¢] + bo,[¢)].

n=-—00 n=-—o00

(I, ap+ b)) =a > 6.6 +b Z 5n[t)] = a(II1, @) + b(IIL, 1)).

n=—oo n=—oo
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(b) On écrit a partir de la définition de H:

(H, ) = mH@W@Mw=Awamw

—00

Et donc H' est définie par:

(H.0) = ~(H.) = = | () =~ (@] =00~ 0. = (5.0

supp. borné

D’ou H' = 6.

Exercice 3

1 2 1 22 2 —(z t)2 ;
e a % e s = e a e
VTa b vVrab
1 _pt2 7a(zft)2

1 —bt2—ax2—at2+2axt
= [ ab dt
v ab
1 a .2 —(a+b)t?+2axt
et e_ aba7 (& ab dt
™ \/
a+b)
— / (2= 25 ot) gy
™ a

2

Prenons X =t — -4, donc dt = dX et t* — 2288 — X — (f;fg)Q,

—<a+b>( 2_ (az>2)
= (‘1+b>2 dt
7T\/

—(a+b
— e a; +b(a+b) /€<“b>X2dt
W\/ab

On exploite maintenant le fait que fj;o e o g = \/g pour avoir

—a—bta,2 W(ab)

— —e b(a+b)
’/T\/% a + b
1 m(ab) _-»
= X ebarn”
’/T\/E a -+ b
1 —az?
= —€(a+b)
m(a +b)

Donc on voit que la convolution de deux Gaussiennes est une Gaussienne!
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