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Chapitre 1

Variables complexes

1.1 Quelques rappels

1.1.1 L’ensemble des nombres complexes
C peut s’écrire :

C = {z+iy: zeR, yeR} (1.1)
{re?: r>0, 0<0<2r}, (1.2)

et on rapelle que € = cosf +isinf, 6 €R.

1.1.2 Topologie sur C

Norme et distance La norme est d’efinie de la maniere usuelle : |z] = v/2Z,
et la distance entre z et w est |z — w].

Boule ouverte La boule ouverte de centre zj et de rayon r dans I’ensemble
complexe est le disque centré en zg et de rayon r, D(zp,7), qui est d’efini par :

D(zp,r)={teC: |z— 2z <r}. (1.3)

Voisinage On appele le voisinage de zg, ’ensemble contenant une boule ou-
verte de centre zg.

Ouvert On appele I'ouvert de C le sous-ensemble de C qui contient le voisinage
de chancun de ses points. Un ensemble est fermé si son complémentaire est
ouvert.

1.1.3 Isomorphisme entre R? et C

On dit que Papplication ¢ définie sur C par ¢(z = = + iy) = f(z,y) est un
isomorphisme du R-espace vectoriel C sur le R-espace vectoriel R? : C 2 R.

Si f est définie dans C au voisinage de z, alors f o ¢! est définie dans R?
au vosinage d’un point (z,y).
f définie dans C = f(x,y) := fo o 1(x,y).
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6 CHAPITRE 1. VARIABLES COMPLEXES
f définie dans R = f(2) := fo ¢~ 1(2).

En pratique on assimilera librement R? & C : f(x,y) = f(z). (Mais on note
en passant que la condition de différentiabilité de C est plus restrictive que la
différentiabilité en R?.)

1.2 Différentiabilité et fonctions holomorphes

1.2.1 Définitions

Note : on utilise de maniere interchangeable les mots différentiable et dérivable.

Définition 1.2.1 (C-différentiabilité). Soit f : Q — C une fonction d’efinie au
voisinage de zg € C. On dit que f est différentiable en C (ou en abbrégé, C-diff)

en zp si
z)— f(z

f'(2) = lim f(z) = f(=0) (1.4)
zZ—20 Z— 20
existe. On appelle donc cette limite la dérivée to f en zy3. C’est un nombre
complexe indépendant de la fagon dont z tends vers zy. Si Eq. 1.4 admet deux
limites différentes lorsque z — zp sur deux chemins distincts, alors f n’est pas
C-différentiable en zg !

Exemple. z — z est C-diff sur C mais z — Z ne l’est pas! En effet,

P ST
lim 2ot =% 41,
t—0 (29 +t) — 2o
mais
P
li 0% =% _

t—0 (zg +1it) — 2o

Définition 1.2.2 (Holomorphisme). Soit D un ouvert de C. On dit qu'une
fonction est holomorphe sur D si elle est C-diff en tout point de D.

1.2.2 Conditions de Cauchy-Riemann

Soit f une fonction C-diff en un point zg = xo+iyy de C. Les dérivées partielles
de f en (zg,yo) sont définies par :

6 9 - )

8%;(50073/0) = xhjgo iz yoa)c — i;gxo yo)’ (1.5)
of T f(zo,y) — f(x0,y0)

?y(x(% Yo) = ylgglo Y — %0 ) (1.6)

ou f, % et g—; sont toutes R? — C.
En considérant les nombres de la forme z = x + iy nous avons :

/ . - . ) - ) a
gi =t LELTR0) = oy St —H000) By ), 1)
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et de méme avec z = xg + 1y :

B f(z) = flz0) _ . flzo.y) — flwo,90) _  .Of
fi = Jim S5 = i = gy o) (1)

D’ou la définition suivante.

Définition 1.2.3 (Condition de Cauchy-Riemann (1)). Si f est C-diff (holo-
morphe) en zg, on doit avoir f1(z9) = f4(20), et donc :

of

& (0,00 + 15 (w0, ) = 0 (1.9)

Ay
Si une fonction f : R? — C est différentiable en (g, o), alors f : C — C
I’est aussi.

Démonstration.
0 0
Fa,1) = £aow0) + (@ = 20) 92 (70,0) + (0 = 1) (20,30) + -

et comme %(wo,yo) = i%(xo, Yo) On & :

g(l‘o,yo) + ...

f(x,y) = f(@o,90) + [(x — o) + iy — yo)]az

soit

f(2) = f(z0) + (2 — Zo)%(iﬂoayo) + ... = f(20) + (2 — 20) [ (w0, 90) + ...

ox

1.2.3 Les opérateurs % et a%

Soit f : Q@ — C R2-différentiable (donc pas forc’ement au sens compléxe.
Une propriété d'une fonctions R2-diff est la suivante :

df = fd + g—fdy (1.10)
Comme z = z + iy et Z = x — iy sont R2-diff, on a :
dz = dzr +idy, dz =dz —1idy, (1.11)
et par conséquent :
dx = %(derdE), dy = %(dzfdf). (1.12)

Ce qui nous permet d’écrire :

af = %g—f(dz+dz)+%ig—§(dzfd?) (1.13)
~1.0f of 1.0f .Of
= 5(%7 a—y)d +2(%+ 8—y)d7 (1.14)

On introduit alors les définitions suivantes.
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Définition 1.2.4.

of  1.0f of

of  1.0f of

% = 5(%4‘2@); (1'16)
et il vient : of of

Définition 1.2.5 (Condition de Cauchy-Riemann). Si f est C-diff (holomorphe)
en zg :

+=(20) =0 et ==(20) = f'(20)- (1.18)

En effet, les quatres proposition sont equivalentes :
— f est holomorphe en zy € Q;

o gTJ:(anyO) = _i%(ﬂcmyo);
OR or SR oI
— 2l wo,u0) = 5P (w0, w0) et Xl (w0, y0) = — 5 (w0, uo)

— 5L(20) = 0 (et §L(20) = £'(20))-

1.3 Intégration

1.3.1 Courbes et chemins

Une courbe v dans un ouvert D de C est une application continue. Si a et
b € R, alors v : [a,b] = D € C est un paramétrage. On note 'image de la
courbe : I'm~y = {7(t),t € [a,b]}.

Une courbe est simple si elle ne se recoupe pas, et fermée si y(a) = v(b).

Deux paramétrages 1 et 2 son équivalents si ils ont la méme image et si il
existe u : [a1,b1] — [az, bo] tel que

Y20 U ="

Exemple (Cercle de rayon unité).
y1:[0,=27] = C, (t) = et

et

Y2t [Oa 77/2] - C? ’72(t> = e 2eost
sont équivalents, avec u(t) = 2w cost.

Un chemin est une courbe continue et dérivable (“de classe C'”) continue et
dérivable par morceaux.
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Un ouvert connexe est un ouvert en un seul morceau. On
peut montrer que tout sous-ensemble ouvert D de C est
connexe si et seulement si deux points quelquonques de D
peuvent étre joints par un chemin contenu dans D.

Un ouvert simplement connexe n’a pas de trous.

1.3.2 Intégrale sur un chemin

Définition 1.3.1 (Intégrale sur un chemin).
On définit pour une fonction f: Q — C (ou f n’est pas forcément holomorphe)
et pour un chemin I" :

b
[ 1@z = [ 160 (1.19)
r a
ol v(t) est un parametrage de I'. La valeur de l’intégrale de dépends pas
du parametrage choisi.

Démonstration. Siy; et 79 sont deux parametrages d’un méme chemin, alors il
existe u continu et dérivable tel que 2 o u = 73 et il vient :

ba s by

OO fra(u(s)))va(u(s))u’(s)ds  (1.20)
by

= fni(s)n(s)ds (1.21)

ai

O

Par la suite nous ne considérerons que des chemins simples. Attention, le
sens du parcours est important !

b a
/af(t)dt:—/b Ft)dt (1.22)



10 CHAPITRE 1. VARIABLES COMPLEXES

1.3.3 Indice d’un un chemin

Définition 1.3.2 (Indice d’un chemin).
On appele l'indice d’un chemin fermé I" pour tout z dans le complémentaire de

I" dans C : ) i@t
I =— [ — T} 1.2
ndr(2) S T2 Vz € C\{T'} (1.23)

En anglais, cet indice est nommé le winding number (numéro d’enroulement).
Il représente le nombre de fois qu'une courbe tourne autour d’un point.

2

1.3.4 Exemple fondamental

Un exemple trés important de I'intégration sur chemin est celui de la fonction
f(z) =2", n € Z sur un cercle centré sur 0.

On choisit le parametrage suivant :

v(t) =re’, te 0,27

Alors,
2m
/ Sz = fon(®) -+ ()t (1.24)
r 0
2m ) ‘
— / T.’ﬂe’b’n,t . ireltdt (1'25)
0
2m ,
- / i ettt (1.26)
0
et nous avond deux cas possibles :
. 1 Ny — el et m 0
ing ol fpends =i S| = (1.27)

sin=—1, Jp2dz = ifozw 1dt = i2m (sens direct)
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Ce résultat fF %dz = 2um s’avere étre tres utile. Il est toujours vrai méme
si le cercle n’est pas centré sur 0. En effet il suffit de faire un changement de
variable pour montrer que pour w € C, I',, un cercle centré en w :

1
/ dz / ~dt = 2im. (1.28)
r, 2— W \r’

t=z—w

1.4 Le théoreme de Cauchy

1.4.1 Enoncé

Théoréme 1.4.1 (Théoreme de Cauchy). Soit f holomorphe sur un ouvert
simplement connexe de 2, alors pour tout chemin fermé ' de Q :

/ f(z)dz=0 (1.29)
r
Démonstration.

Soit f holomorphe sur un ouvert simplement connexe de 2, (donc les dérivées
partielles de f sont continues), et v un chemin fermé de 2. On pose alors f =
u + v, donc u = Re(f) et v = Im(f). Puisque dz = dz + idy, on a

% f(z 7{ (u+ ) (dz +idy) = f(udx —vdy) + ¢ %(vdw + udy),

On applique le théoréeme de Green, qui permet de remplacer les intégrales autour
de v fermé par une intégrale de surface sur le domaine D delimité par -y :

%(udm —vdy) = // —z - — d:vdy,
]{(vdx —udy) = // d;lcdy7
y

ou _ _ 0Ov ou _ _ Ov
et comme f est holomorphe on a 3% = o, €t 5y = —55 €t les deux

intégrales doubles s’annulent et on retrouve :

L f(2)dz =

1.4.2 Conséquences

— Pour tout chemin n’entourant pas de “trous” (= singularités) de 'ou-
vert sur lequel f(z) est d’efini, le théoreme de Cauchy s’applique, et
Jr f(z)dz = 0.

— Mais si I' entoure un trou, ce n’est pas forcément le cas!

— Si deux chemins entourent le méme trou, alors les intégrales de f sur ces
deux chemins ont la méme valeur (si parcourus dans le méme sens).

Démonstration.
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A

% Limite od les deux

segments sont
confondus

Le chemin AUBUC ne contient pas de le trou, donc on applique Cauchy.

o d@=0=[ geuss [ g [ g
e

=0 (chemin fermé)

(z)dz = f(z)dz.
AN B

O

— Si un chemin entoure deux trous, 'intégrale de f sur ce chemin est la
somme des intégrales de f sur les chemins entourant chacun des trous.
La valeur d’une intégrale sur un chemin ne dépends que des
trous qu’il entoure!

Démonstration.

Limite ot les deux
segments sont
confondus

B

/Afdz—l—/dez:/Ofdz—f— /Nfdz
——

=0 (chemin fermé)

1.5 Primitives

1.5.1 Ouverts simplements connexes

Sur un ensemble simplement connexe, l'intégrale sur un chemin ouvert ne
depend que du point de départ et point d’arrivée.

Démonstration.
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/A\fdz—i—/B\fdz: Tifdz
——

=0 (chemin fermé)

et donc

fdz = fdz
AN B

Définition 1.5.1 (Primitive).

/,, i,

13

d’efinit alors une primitive de f sur 'ouvert simplement connexe considéré (ou
p est un point arbitraire de cet ouvert).

1.5.2 Ouverts avec trous

On peut aussi définir une primitive sur un ouvert qui comporte des trous,
mais avec prudence !

7~

Exemple (f(z) = 27", n>1). Prenons f(z) = &, n>1.1lya
une singularité (= un trou) en 0 mais comme on a vu dans 'ezemple
de du Chap. 1.3.4, § f(z)dz = 0. Dans ce cas, comme avant, l'intégrale
sur le chemin ne depend que du point de départ et ddarrivée. On peut
donc définir une primitive dans ce cas, et elle est évidente : sin # —1,

n _ Zn+1
fZ dz = n+1

Exemple (f(x) =z7"). Prenons f(z) = L. Cette fois quand on tourne
autour du pdle, l'intégrale n’est pas nulle. Comme vu dans Chap. 1.3.4,
fv f(2)dz = 2im pour «y cercle. L’intégrale entre deux points dépend donc
de si l’on est passé a gauche ou a droite du trou.

introduit une coupure :

Dans ce dernier exemple, on ne peut pas définir de primitive sauf si 'on

de 0 — oo.

une courbe suivant laquelle on découpe C et qui part
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0 Coupure

C sans cette coupure est toujours simplement connexe, mais il n’y a plus de trou
et on n’a plus le choix de passer d'un c6té ou de 'autre du pole. On peut alors
définir la primitive :

1
/ —dz =Inz, sur C*\ {coupure}.
z

Le fait d’avoir besoin de cette coupure est lié au charcatere périodique de
la représentation exponentielle des nombres complexes. Par analogie, sinz = a
n’a pas de solution unique, mais une infinité de solutions : * = arcsina + 27k,
k € Z. De maniére similaire, Inz = a donne In(re?’) = a et donc In(r) + i
est une solution possible, mais puisque e’ = ¢! ™) L c 7 il y a en fait une
infinité de solutions In(r) + ¢(27k)6. Imposer cette coupure est I’équivalent de
considérer sin z uniquement sur U'intervalle [0, 27].

1.6 Singularités d’une fonction

Il existe trois types de singularités : artificielles, poles et singularités essen-
tielles.

1.6.1 Singulartiés artificielles

Les singulartiés artificielles ont lieu quand f semble avoir un pdle mais est
est en réalité bornée : IM € R : |f(2)] < M, Vz € C. C’est juste que f est
mal écrite au départ !

Exemple.

. (42%+1) . Iy g - _1
I Z = gz @ une singularité artificielle en z = —3.
mais

fiz—2z—1 est définie sur tout C.

1.6.2 Poles

Si f est holomorphe sur Q sauf en {a} et si lim,_,q|f(2)] existe et vaut oo,
alors {a} est un pole.

1.6.3 Singularités essentielles

Si f est holomorphe sur €2 sauf en {a}], mais f n’admet pas de limite en a,
on l'appelle une singularité essentielle.
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Exemple.

fiz— e*

Au wvoisinage de 0, f prend toutes les valeurs de C sauf 0. En effet,
YA#£0, A=¢e*, (weC). Soit z, = alors z, — 0 quand
n — oo.

Et donc f(z,) = e¥=2"" = X pour tout n € N.

1
(w+2imn)

Exemple.

F(2) = ¥z anlz — 20)"

f a un péle en 0 s’il y a un nombre fini de coefficients a,, non nuls avec
n < 0. Au contraire, si il y en a une infinité, alors f a une singularité
essentielle en zg.

1.7 Théoréme des résidus

1.7.1 Formule de Cauchy

Soit © un ouvert de C, f holomorphe sur 2 et I' un chemin simple fermé
dans le sens direct. Considérons zy un point entouré par I'.

I’

On considére la fonction g(z) telle que :

f(z0)—f(2) :
e sl z # zg 1.30
9(2) {f’(z)7 si z = zp. (1.30)

g(z) est holomorphe et donc :

/g(z)dz:() = /(%) dzf/ /(2) dz (1.31)
r r

r R0 — % 20 — %
1
— —f(z) / dz +/ 1G4 (132)
rz—20 2= 20

=2imw (d’apres Eq.1.28)

(1.33)
d’ot la formule de Cauchy :
1

f(z0) = =— ﬁdz (1.34)

2T Jp 2 — 2o
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1.7.2 Développement en série de Laurent

Théoréme 1.7.1. Soit f une fonction holomorphe sur une couronne C centrée
et zp, et de rayons 0 <1y <ly < oo tel que : 11 < |z — zo| < la.
(La couronne peut trés bien étre C* = C\ {0}).

/i

Alors f admet un developpment unique :

+oo
FE) =) an(z—20)" (1.35)
_ L9
an =5 L = ZO)ang, (1.36)

oty est un contour quelquongue compris dans la couronne, faisant une et une seule fois
le tour de zy dans le sens direct. Autrement dit : Ind.,(zy) = 1.

On appelle an—1 (= 5 f,y f(2)dz) le résidu de f en 2. Il est noté aussi Res(f, zq).

Démonstration. On note 7y; et 2 respectivement le chemin circulaire extérieur
et intérieur. Au centre de la couronne on a éventuellement un pole a.

Limite ol les deux
segments sont
confondus

"1

Vz a lintérieur de la couronne, d’apres la formule de Cauchy :
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_ 1 f(©)
1) = 5 | Fomac
_ 1 f(©) 1 f(<)
- M/WM—Zd“%/@C—ZdC
1 f(¢) 1 f(Q)
B %i[ysczdc_%/wﬂzdc
On a donc sur v (extérieur) :
1 1 B SR
(-2 (C-a)—(2—a) (-a 1-z%

Puisqu’on est sur 1 (bord extérieur de la couronne), on a |
peut utiliser le fait que (1 —z)~! =Y 2",

1 1 S (z—a)n
Eriaerd S

n=0

De méme, sur 72 (intérieur), on a |§%Z| < 1, et donc :

—0o0

TR B Y (St LR N (St
riak e e D Y e LU DY ey

n=

n=-—1

Enfin, on utilise ces deux sommes pour écrire :

_ b o~ (et
fe) = ,m.(% OF - [ 10 %
1 & /) o
= a2 (/ L) o
= Z an(z—a)"

z—

C,

a
a

21

—a)"

.
>

| < 1.
V|z| < 1, pour écrire :

17

(1.37)
(1.38)

(1.39)

(1.40)

Et on

(—a)
(—ay T

)

On a pu remplacer 7; et 2 par v dans cette équation car termes positifs de
la somme sont toujours donnés par v = 7 et les termes négatifs par v = ,.

1.7.3 Formule de Cauchy pour les dérivées

O

Si f est holomorphe en a alors il ne peut y avoir de terme en Z% dans le
développement en série de Laurent. Donc f(z) = > .7 a,(z — a)™ puisque les

termes avec n < 0 ne sont pas d’efinis!
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On reconnait que cela revient a une serie de Taylor. On rapelle que les

. - (n) N . N
coefficients d’une série de Taylor sont a, = fT,(a) ott (™ représente la n-éme
dérivée.

Par conséquent, on peut écrire ce qu’on appele parfois la formule de Cauchy pour les dérivées :

fM(z) = ;;L(Cf(zg))”“dg (1.41)

1.7.4 Théoreme des résidus
Enoncé

Théoréme 1.7.2 (Théoréme des résidus).
Soit Q un ouvert simplement convezxe, f holomorphe sur Q sauf aux points {P;}
et v un chemin fermé dans Q dans le sens positif ne passant pas par les points

{P;}. Alors :
/f )dz = 2mi Z Res(f, P; (1.42)

Py

Ordre d’un pdle

Si le développement de la série de Laurent de f en a s’arrete (IN : a,, =
0, Vn < N) alors on dit que a est un pole d’ordre N. Un pole d’ordre 1 est
une pole simple.

On note que si f est holomorphe de partout sur  sauf {a} , on peut écrire

N
a—pn
f@)=9(x)+ ) — (1.43)
avec g une fonction holomorphe sur €2 et N 'ordre du poéle en a.

Résidu d’un péle

Pole simple

)= 1Y an(z—a)

zZ—a

n=0
et donc on a
lim(z —a)f(z) =a_1. (1.44)
z—a
Poéle d’ordre 2
On a:
f(z) = aca(z—a)*+a_1(z—a)” +Zanz—a ,(1.45)
(z—a)’f(z) = aota1(z—a)+ g(2) (z — a)"+2, (1.46)
~
Eq 1.43

(z=a)’f(2)) = a-1+a1+g(2)(z—a)® +29(2)(2 —a), (1.47)
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D’aprés Eq 1.43, g(z) est holomorphe en a et ¢'(2)(z —a)?+2g(z)(z —a) — 0
quand z — a, et donc

lim((z — a)?f(2)) = a_;. (1.48)
z—a
Pole d’ordre k
Plus généralement on a :
lim ((z — a)f f(2))*D = a_;. (1.49)
zZ—a

Trouver ’ordre d’un péle
Pour trouver 'ordre d’un poéle, on peut tenter un développement asymptotique
en a.

Exemple.

1 1
f(z):z— (22 +a2)N  (z+4ia)(z —ia)N’

et donc +ia sont des poles d’ordre N.

1.7.5 Lemmes de Jordan

Les lemmes suivants sont utiles pour le calcul des résidus! On considére un
arc de cercle centré en 0 :

’7(9’74):{7"6“9: 0§e1§9§92§ﬂ'}.

Lemme (1). Soit f continue sur 7.

Si lim zf(2) =0, alors lim [ f(z)dz=0.

|z| =00 T—>00

Lemme (2).

Si lim f(z) =0, alors lim /f(z)eizdz =0.
T—00 ~

|z| =00

Lemme (3). Soit f possédant un poéle simple en z = 0. Alors

r—0

lim / f(z)dz = i(02 — 01) x Res(()f,0).
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Lemme (4). Soit f continue sur ~y.

Si lim zf(2) =0, alors lim/f(z)dz = 0.
r—0 y

|z]—0



Chapitre 2

Distributions et
convolutions

2.1 Introduction

2.1.1 Densité de charge

Imaginons une particule ponctuelle de charge ¢ située et 7). Elle produit en
7 un champ électrostatique :

= q T—170

E(7) = (2.1)

dmeg |7 — 7|3

Si plusieurs charges sont présentes, il y a une superposition des champs crées
par chacune (Maxwell) :

—a

En) = Zmo ||7"7r T (2:2)

Cependant, a 1’échelle macroscopique on préfere considérer la distribution
de charges sous forme continue p(75). La charge continue dans d®r = dxdydz
tant dg = p(79)dzdydz. On a alors :

- q r—r ,
E(r) = ——dr’. 2.3
(") 47760///|F—r’||3 (2:3)

Peut on concilier les Eqs 2.5 et 2.3 pour les charges ponctuelles et densités
de charges?

Poor cela il faudrais décrire une charge ponctuelle avec les outils du “conti-
nu”, en introduisant la “fonction” ¢ :

5= {—!—oo sir=20 (2.4)

0 sinon

21
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0 t
Distribution &

Par convention, on représente le “pic” infini & zero par une fleche, avec facul-
tativement un chiffre & c6té qui représente non la hauteur (qui est infinie!) par
I’aire contenu sous la fleche.

Et dans ce cas on peut réecrire Eq 2.5 dans la le language du continu :

7 F— 7
Z47Teo|\f'—n||3 Z///47r60||7«_ o

6 n’est évidement pas une fonction mais c’est un outil mathématique bien
utile en physique. C’est ce qui a motivé L. Schwartz (et d’autres) a élaborer la
théorie des distributions qui donne entre autres un sens rigoureux a 9.

|3dr'. (2.5)

2.1.2 Choc élastique

Le probleme de I'impulsion et des forces lors d'un choc élastique, tel que
quand une balle rebondit sur un mur, bénéficie également de nouveaux outils
mathématiques. Si on prends ’exemple de la balle contre le mur, le graphe de
la vitesse est :

Choc "mou" Choc "dur"

Or Newton nous dis que tout au long du mouvement, la force f exercée sur
la balle est f = mo, donc proportionelle & la dérivée de v(¢). Ici, ni la dérivée de
v, ni 'intégrale de la force sont définies lors du choc. On a besoin de nouvelles
“fonctions” qui ne sont pas habituelles!

2.2 Définitions et propriétés

2.2.1 Définitions

Définition 2.2.1 (Distribution).
On appelle distribution toute fonctionelle linéaire et continue sur l’espace-test
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D. Les distributions forment un espace vectoriel, appellé le dual topologique de
D, que I’'on nomme espace des distributions D’.

Dans cette définition, onn s’est servi des notions ci-dessous :

Fonctionelle : une fonction de fonctions

a: 1) € F (espace des fonctions) — «afy] € C. (2.6)

aft)] peut aussi étre noté (o, )

Fonctionelle linéaire : une fonctionelle est linéaire si

afc1r + catha] = crayr] + coafth]. (2.7)

Espace-test : espace de fonctions-tests, c’est-a-dire ’ensemble des fonctions
infiniment dérivables et & support borné (nulles en dehors d’un intervalle borné).

Fonctionelle continue : une fonctionelle o : D — C est continue si pour
tout suite de fonctions-tests v, convergeant vers une limite ¥, dand D, alors

(v, 1y,) converge vers (@, o).

Définition 2.2.2 (Distribution réguliere).
Tout fonction réelle o(x) localement sommable (c’est-a-dire que [; o(x)dx est
finie pour tout intervalle I fini) définit une distribution dite réguliére :

+oo
o)) = {o,) = / o(@)(z)dz, Vi € D. (2.8)

— 00

Définition 2.2.3 (Distribution singuliere).

On appele une distribution singuliére une distribution qui & toute fonction 1 de
D associe sa valeur en 0. C’est le cas de la distribution ¢ de Dirac : (4,v) =
¥(0), Vi € D. On définit de méme la distribution 0 centrée en a :

(0a,¢) = 0(xz —a) =¢(a), Vi€ D. (2.9)
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Exemple (Peigne de Dirac). Le peigne de Dirac, noté 111 et appellé
aussi “Shah” ou “Cha”, est défini ainsi :

(L) = > 6z —n),

n=—oo

c’est a dire que :

I = Z Op ou Il(x) = Z d(z —n),

| g

Exemple (Valeur principale de Cauchy). La fonction f : x — % ne d’efi-
nit pas une distribution regquliére care ell n’est pas sommable au voisinage
de 0. Mais on peut définir pour ¥ € D Uintégrale :

vp/_oo @dw = lim_ 0+ /'> ¥(z) dx,

X

ce qui permet de définir la distribution vp% par

<vp%7¢> — up /_O:O Y(z) dx = lim_o+ [ _: %x)dx + /6oo @dm} )

T

On peut généraliser cette notion :

1 = Y@

) Viz)

=up dr = lim._o+ / dx.
—o0 & — X0 |lz—zo|>e T — 20

(vp

T — X

2.2.2 Propriétés
On peut définir des opérations sur les distributions : translations, dilatia-

tions, dérivées...

Translation
L’opération de translation T, est défini tel que

(Ta)(2) = ¥ (x — a) = Ya(). (2.10)
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Et on a donc :

au[] = Taaly] = a[T-a¢] (2.11)

Exemple. Pour une distribution réguliére aq(z) = a(z — a),

walt) = [ ate—apnds = [ al@u(erapc = alvl. 212

— 00 — 00
E=x—a

Dilatation

La dilatée de la distribution « est notée a(az), et est définie par :

(), ¢(=)). (2.13)

Exemple. Pour une distribution réguliere, en effet :

/00 a(am)w(x)dxé/oo a(ax)w(g)%. (2.14)

— 00 — 00
E=ax

Dérivation
La deérivée de la distribution « est notée o, et est définie par :

o [p(x)] = —afy'(z)]. (2.15)

Exemple (Distribution réguliere). Pour une distribution réguliére, en

effet :

+oo +oo
! d = = too "(z)dx.
/;<u@wmx_t | [o(@) ()] "2 [ma@m@»x

int. par part. =0 car support borné
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Exemple (Fonction de Heaviside).
On définit la fonction de Heaviside H :

H(z) = {(1) ! i 8 (2.17)

Ce qui nous donne la distribution réguliére :

Al - | " (), (2.18)
d’ou :
B = —HW) (2.19)
S /0 " (2)da (2.20)
i O UL ) (2.21)
=0 car support borné

= 4[¢]. (2.22)

Et donc H' =9.

2.3 Convolutions

2.3.1 Convolution de deux fonctions

Définition 2.3.1 (Convolution). La convolution de deux fonctions f et g est
notée f x g est est définie part :

+oo
fgle) = / F(€)glx — €)de, (2.23)

— 00

si f et g permettent cette opération. La convolution admet un nombre de pro-
priétés, ci-dessous.

Commutativité : fxg=gx*f

Démonstration.

fxg(x) =
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O
Associativité : (fxg)xh= fx(g*h)
Démonstration.
+oo “+o0
(fxg)*xh = [ </ f@"g(a" — z")dx") h(z — x')dx’
+oo “+o0
= / f" </ g(x’ — 2" \h(z — x')da:') dx”
= /_ :o £ ( /_ :o g(X)h(z — ' — X)dX) da”
X=z'—z'
+oo
= [ @) e
= [fxlgxh)
O

Intégration : [(f*xg)=[fx[g

Démonstration. Soit h(x) =1 Vz € R, et g et g intégrables, alors

+o0
(hs 1)) = (Fxm@) = [ fade’ = [ flapde =15,

9

d’ou

/(f*g)=1*f*g=(/_jf(:c)dx)*g= </fdx>x(1*g):/fdx></gdx.
N

constante €R

O
Dérivation : (fxg) =f'xg=fxg
Démonstration.
+o0 +o00
(reaf @) = 4o [ f@ute-gie= [ 1Ot o

commutativité

O
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Exemple (Fonction rectangulaire).
On définit la fonction rectangulaire ainsi :

]-7
rect(z) =Il(z) = {0,
Alors :
1+,
(M«M)(z) =Alx) =¢1—x,
0,

2| < 3

ol = 3
x € [-1,0]
z € [0,1]

|z] > 1
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Exemple (Convolution de Gaussiennes).

m/oT

On ezploite maintenant le fait que fjoooo

L a2 1 - / =2 =G 2 dt
e a Xk e o —
Vra b \/g
—bt2 7a(z t)
Tab dt
7T\/>/
—bt2—az?—at?+2axt
= T gy
77\/% /
_ 1 e—%ﬁ/ewdt
mVab
vl C
m™a
2
Prenons X =t — -G, donc dt = dX et - —i‘fif = X2 (ELTZZ)Z'
f(a+b) X2_ (az)? )
= / T a2/ dt
mﬁ

b
—5 T TR /e =X g

2 .
e dx = \/T pour avoir

—a—bia 2 [7(ab)

stenne !

mVab
1

TV ab

5(a+)
¢ a+b
m(ab) Tt @
a+b
-
A C==0)
m(a+ b)

Donc on wvoit que la convolution de deuxr Gaussiennes est une Gaus-

2.3.2 Convolution de deux distributions

Définition 2.3.2 (Convolution de distributions). Soient deux distributions «
et 8. Leur convolution est d’efinie ainsi :

axpit) = [axpu= [[at)

Pour comprendre cette d’efinition, on peut faire “comme si” « et 8 étaient

(x + y)dzdy. (2.24)
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des fonctions...

arplel = [laxped = [[awpe - s
/ /Bx—t x)dxdt
/ /B t)dydt

// x + y)dzdy

Les convolutions de distributions ont les propriétés suivantes...

{II

Commutatitvité : Ceci est évident et vient du fait que ¥ (z +y) = ¥(y + ).

Associativité : Ceci marche aussi :

(a*B)*xy=ax*(Bx*y)

mais il faut faire un peut attention, il faut que a* 3, a*~y et 5%+ existent aussi!

Intégration
2

Soit la distribution 1, définie par exemple par 1 = lim, o0 € = . Comme pour
les fonctions, on a :

lxa:= /a (2.25)

/a*ﬁ:/ax/ﬂ (2.26)
Elélement neutre

0 est 1élément neutre de la convolution des distributions : v * § = a.

et donc

Démonstration.
axd[y] = / /6 ¢(x + y)dxdy (2.27)
= /a(m)qb(x)dac (2.28)
= afg] (2.29)
.30)
O

On peut donc toujours écrire : [«(t)d(x — t)dt = a(x), que « soit une
fonction ou une distribution.

On peut aussi généraliser : a* §(z — a) = a * 0, = a(x — a) (par un simple
changement de variables).
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Dérivation : o' =ax*d

Démonstration.

axdli] = [at) [ 5@t ydady (2.31)
[ a@ [ 66 a + yydady (2.32)
_ / o(2)¢ (z)dz (2.33)

= /a'(m)(b(x)dac (2.34)

= [9] (2.35)
(2.36)

O

On peut donc écrire [ a(t)d’(z —t)dt = o'(x) que « soit une fonction ou une
distribution.... et méme si le produit de deux distributions n’existe pas! Par
exemple : §2 néxiste pas mais § * 6 = 6.

Et, de méme que pour les fonctions, on a :

(a*xB) =axBxd =axf =ao 0. (2.37)
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Chapitre 3

Transformeées de Fourier

Les transformées de Fourier (TF) trouvent leurs origines dans la physique de
la diffusion de la chaleur, et occupent toujours une place cardinale dans de nom-
breux domaines de la physique : I'optique, la spectroscopie, la physique quan-
tique (les quantités reliées par le principe d’incertitude de Heiseinberg peuvent
étre vues comme des TF les unes des autres), théorie de champs (quantique), le
traitement du signal.

Il est donc tres important, quel que soit votre préférence ou spécialisation
en physique, d’étre a 'aise avec les TF et leur propriétés!

3.1 Définition et propriétés

3.2 TF pour fonctions
Définition 3.2.1 (Transformée de Fourier).

Soit f une fonction réelle ou complexe, et = et v deux variables réelles. Alors la
TF de f, notée f, est une fonction en général complexe, définie par :

flv)= / f(z)e 2™ dy. (3.1)

— 00

On peut aussi définir la TF inverse (TFI) :

+oo )
flx) :/ fw)e* ™= dy. (3.2)
D’autres conventions existent aussi. Par exemple on voit parfois :
~ +oo . ~ W
f)= [ s rdn =0, (33)
oo m
Lo
f@) =5z [ Fwrera (3.4)

Et les opticiens font méme : f(w) = fj:: f(x)etirdy

33
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Exemple. Pour a € R,

TF'(e_”O“Q) = /+Oo o—maw® =2imve g, /+oo ezt o

— 00

2 2iva | 2 _ 2
,wa<z +T+?7?>dm

. 2
(@)’ 23) g,

imy?

o dz

0
“+o0
| e
0
—+o00
= / e
0
+ iv 2
/ e—7ra(w+;) e
00
2

+oo -
e o / e~ @) gy

— 00

On peut dérgontr@r en utilzz'sant les outils du plan complexe que
1= e~ aletib)” dy — [ e de = VE. Et donc

2 ]. ™2

TF(ef‘ﬂ'aI ) — eal/

3.2.1 TF pour distributions

Si f et g sont des fonctions, on voit que :

[is = | ™ Fatw = / +°° [ / " e ] gy (35)

— 00 —0o0 —0o0

_ [ :O { [ J:Og(y)e%”I”dl/} f(z)da (3.6)
-/ +: f@i@a= [ 13 (3.7)

Si on considere maintenant une distribution o = lim,,_, f;, et une fonction-

test ¢, alors on peut facilement voir que

Jao=tm [fuo= 1w [1.i= [ad

d’on :
alg] = alg] (3.8)
3.2.2 Propriétés
o=1
En effet
~ ~ — —+00 ) +o0
d[¢] = é[¢] = ¢(0) = K P(x)e” ™ dr = | d@)de = 1[g]
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- +oo +oo
i) = 1(3) = / 13(v)dv = / Fw)e 0y = ¢(0) = ¢

— 00 — 00

TF inverse evaluée en zéro!

On peut en tirer une conclusion importante :

+oo
/ 20 4o — §(1), (3.9)

— 00

Jfa=/7a

Ici, la barre représente le congugé complexe. 1l is un peu lourd d’avoir un
tilde et une barre au dessus d’'un symbole, alors pour le reste de che chapitre,
on représentera la conjugé complexe de z (normallement noté z par z*. Et ainsi
[ fg = [fg".

Cette relation est appelée la propriété de Parseval-Plancherel.

Démonstration.
[ = [ [ ot [ e e
-/ :O / :O foaew” [ j e
= [ it st v
= [ T iwivra= [ i

O

Un cas particulier est quand f = g, et donc [|f(z)|*dz = [ |F(v)[2dv. On
peut trouver une interpretation physique dans le traitement du signal : I’energie
d’un signal est indépendante de la représentation temporelle/fréquentielle.

3.2.3 Parenthese : lien avec espaces vectoriels

On peut faire une parallele avec ce qu’on sait des espaces vectoriels de di-
mension finie. Les propriétés ci-dessus expriment tout simplement le fait que
{e?™t} peut étre vu comme l'espace des fonctions, orthormé par le produit

scalaire [ fg* = (f,g).
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Propriété espace vectoriel — Propriété tranformées de Fourier
(Orthogonalité des axes) €; - & = 6;; — (ey,e,,) = /e2i7r(u’_,,) =d(v—1)
(Projection sur un axe) v; = v-6; = — (f,e,) = /fe_2i”de = f(v)
(Décomposition en coordonées) ¥ = Z vir &= — f(z)= /(f, e,)e? ™ dy = /f(y)e%’”dy
i
(Produit Scalaire) - ¢ = Zaﬁiyi = — /fg* = /fﬁ*
i

3.2.4 Propriétés (bis)

TF(fxg9)=f+g=[-F

Démonstration.

+o0 } too  ptoo )
/ frge 2™ dy / / F(©)g(x — &)e 2 Hedpdg
- _+oo - +oo

/_ f(g)/_ g(.fL' — 5)6_2“’”(3’_5)611: e—?iwufd€

=g(v)
+o0

= 50 [ rgemas
— Fwiw)

TF(f-g9)=fg=f*3
Demonstration a faire en TD!

Parité
La parité est preservée par Is TF. En effect si f(z) = f(—x), alors

o~ +oo ) o ) .
e = [ reoeis o = [ jwerm-dy = fo)

y=-—x

Et de méme on montre que si f est impaire, alors f I’est aussi.

TF(TF(f(2))) = f(=x)

Démonstration simple & faire en TD. Une conséquence est que si f est paire,
TF(f) = TF'(f). On a déja vu un cas particulier : § = 1 = 4.
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Symmeétrie hermitienne

(One rappelle que oour un opérateur A, le conjugé hermitien AT = AT* on
le T représente la transpose.) Pour une fonction f(z) € R < f(z) = f(x)*
et donc

- +o0 ) o0 ) N -
fw) z/ fz)*e* ™ dy :/ (er””’z) dx = f(—v)*. (3.10)

— 00 — 00

Et d’out pour une fonction réelle,

f=v)=fw)* et |f(=v)|=1f)| (3.11)
Translation
~ +00 A B ‘
TF(f(x—10)) = TF(f#3(2—10)) = f(v)- / Sa—ao)e= 2™y = F(v)e=2imv0,
- (3.12)

On aurais pu procéder plutot par une changement de variables mais il est in-
teréssant de souligner que la translation peut étre vue comme une convolution !

Dilatation

a

+oo +oo
TF(f(az)) = / flaz)e 2™V dy = / f(X)e—%%VdX(g.m)

~—
e X=az"’
(3.14)
Si a < 0, les limites d’intégration s’inversent. Mais si on écrit a = —|al, on

peut utiliser le signe — pour toujours intégrer de —oo a co. Du coup, que a soit
poisitif ou négatif, on peut toujours écrire :

+o0 oy
TF(f(az) = / ez _ L gy

oo lal — lal""a

) (3.15)
(3.16)
Ou, également : TF(f(£)) = la| f(av).

On appelle f(2) la dilatée de f d'un facteur a. Quand on dilate une fonction
elle de décompose forcément sur des fréquences plus basses.

I = 111
On verra la démonstration en TD.

3.2.5 Dérivation

On peut décrire certaines propriétés des TF de fonctions dérivées... et mettre
I’accent sur quelques cas particulers.

TF(f") = 2imvf(v), (3.17)
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et de maniere générale :

TF(f™) = (2imv)" f(v). (3.18)

Pour démontrer ¢a, on peut simplement appliquer % a la formule de TF
inverse.
On peut aussi voir la dérivation comme une convolution avec ¢’, en effet :

f=fxd. (3.19)
Démonstration.
+o00
Fad = f’*éz/ P06z — )t = f(x).
Puisque §(x —t) = 0 sauf si z — ¢t = 0 soit = =¢. O

Exemple (TF(8') et TE1(8’)). On montre que :

TF(8") = 2imv. (3.20)
Puisque d’une part on a TF(f') = 2invTF(f) et d’autre part TF(f') =
TF(f xd8") = TF(f) - TF(d").
La TFI inverse en revanche done :

TF(§') = —2imz. (3.21)

La démonstration ici exploite la définition d’une dérivée de distribution

<CY/7 ¢> = _<a> ¢l>

Exemple (TF(z"), n € N). Puisque TFY(8") = —2imz, on applique
la TF pour avoir :
6/
TF(z) = (v) (3.22)

—m

On peut en suite montrer par induction que plus généralement :

5 (v)

TF(z™) = Coim

(3.23)

On a déja montré le cas den =1 (et n =0 se réduit 4 1=0), et si le
cas n est vrai alors :

- - (1) (200

—2im (—2im)"
(n+1)
:%.(5/*5@)) = _M
(—2im)n+l '\/5' (—2im)ntl

Et donc la propriété est vraie pour tout n.
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3.2.6 Autocorrelation et fonctions périodiques

L’autocorrelation représente la correlation d’une fonction (e.g. un signal)
avec une copie d’elle-méme transposée dans le temps. L’autocorrelation est un
outil qui s’utilise par exemple pour identifier des fonctions périodiques!

Définition 3.2.2 (Autocorrelation). L’autocorrelation A¢(7) d’une fonction f
est définie par :
+oo

Ap(r) = F(t) + F(—t) = / ) F(t - 7). (3.24)

Cette définition implique que Af(7) = Af(—7) et Z}(T) = f(-7) - f(-7) =
|f|? si f est réelle.

L’autocorrelation nous donnera les valeur de 7 (le décalage) ou la fonction
“se répete” : donc identifier la période si on a affaire a une fonction périodique.

Définition 3.2.3 (Fonction périodique). Si f(t) = f(t +T), Vt alors cette
fonction est périodique avec période T.
Les fonctions périodiques peuvent s’écrire (série de Fourier) :

F6) =Y cae™7, (3.25)

n=—oo

avec w = 2L et ¢, = % fOT f(t)etmntdt.

On peut donc définir une TF “au sens des distributions” :

o0

s +oo
ry _ inwt ,—2mivt _ _ ﬁ
flv)= E cn/_oo e"e dt = E end(v T).

n=—oo n=-—oo

Exemple. Puisque TF~'(§') = —2iwx, on applique la TF pour avoir :

§'(v)
THz) = 3.26
@) = i (3.26)
3.2.7 Quelques TF's célebres
- (Gaussienne) e—amz® — ﬁe—guz_ e—amz? _ ﬁ6_§”2
- (Lorentzienne) e—#lzl = MQT;;W
Démonstration.
0 +oo
e—mlzl = / €#x€_2iﬂuzd$—|—/ o HE o =2imvE g
oo o

e(u—2iﬂ'y)x 0 e—(p+2iﬂ'y)x oo
{uZim/}oo {_ w2y }0
1 1 2u

— + — =
w—2miv  pu+2miv 2+ 4m2p2
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O

- (Fonction rectangulaire / porte)

— % . _6721'7“/:6 %
H(JZ) :/ 672z7rumdx — |::|

1 0my
2

[SIE

1

_ = (pimv__ —imv
= 2 )

= sinc(nv),

sin(x)

avec sinc(r) = —

le “sinus cardinal”.

- (Fonction triangulaire A = II * II)

A=TI+I=02%= sinc?(nv).

3.3 TF a N dimensions
3.3.1 Définition

Si f est une fonction réelle & N dimensions, on a f(7) : RV — R, alors on
écrit la TF ainsi

-~ +oo N
for= [ e

— 00
ou dr = dxdydz.
On trouve aussi d’autres conventions, comme :

~ = +oo g
f(k) :/ f(#e FTdr.

— 00

La TF a N-dimensions maintient la séparabilité. En Effet, si f est séparable

f(E) = va fi(ﬁ), alors :

_ N N ) N N N
f(l7):/Hfj(rj)Hfm”derj :Hfj(’/j)~

C’est le cas par exemple des Gaussiennes.

On peut aussi définir un § & N dimensions :

Ou encore :



